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CAPITOLUL 1. FUNCTII PRIMITIVABILE

Conceptul de primitivi a aparut in stiint3 din nevoia de a cerceta comportarea glo-
bali a fenomenelor naturale descrise de unele functii avand variatie locald cunoscuta.

Problemele concrete de fizici, chimie, biologie, geometrie — mai ales acelea care
admit o modelare diferentiali — au impulsionat conturarea treptati a notiunii de
primitiva si de integrala definita.

1.1. Definitie. Fie J c R un interval neredus la un singur punct (J e interval

nedegenerat). O functie F : J — R se numeste primitivd pe J a unei functii /: J — R
daci F este derivabild pe J si F'(x)=f(x) pentru orice x € J. Cand punctul x din
aceasti definitie este o extremitate a lui J, prin F'(x) se noteaza derivata laterald a lui
F in punctul x.

Se spune ci o functie f: J — R admite primitive pe J (f este primitivabila pe J sau f

este o derivati) daci existd o primitiva a lui fpe J.
Notiunea de primitivi a fost introdusa de I. Newton (1665) sub denumirea de fluenta.

1.2. Observatie. Notim in continuare cu P(J) multimea tuturor functiilor primiti-
vabile pe J, cu C(J) multimea tuturor functiilor continue pe J si cu D,(J) multimea
tuturor functiilor ce au proprietatea lui Darboux pe J, J fiind un interval nedegenerat
din R.

Notim in continuare cu J un interval nedegenerat din R.

1.3. Propozitie. Daci functia f: J — R admite o primitiva F pe J, atunci restrictia lui

F la orice interval nedegenerat I c J este o primitiva a restrictiei lui fla /.

1.4. Propozitie. Daci F si G sunt doud primitive ale aceleiasi functii f: J - R, atunci

existd k € R astfel incat
Fx)-Gx)=k,VxeJ.

1.5. Teoremii. Daci functia f este continui pe intervalul nedegenerat J, atunci f are
primitive pe J.

1.6. Observatie. Din teorema anterioard rezultd cd C(J) < P(J). Facem precizarea
ci relatia P(J)  C(J) nu este in general adevarata, dupd cum se va putea observa

din exemplul urmitor. Teorema anterioard se mai numeste si teorema fundamentala a
calculului diferential si integral. ;
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1.7. Exemplu. Functia /: R - R, f(x) = i (;)’ Lo 0, unde a € R, are primitive
0, x=0

pe R.
Demonstratie: Pentru o = 0, functia feste functie nula, deci f'e continui si atunci fare
primitive pe R.
Pentru a # 0, functia f'e continud pe R \ {0} si in x = 0 are un punct de discontinuitate
de speta a doua. Integrand prin pérti pe orice interval ce nu contine originea, obtinem:

A 2
_"sin(gjdx = J.(cos(gn it s x—-cosg—jzf-cosg-dx. (1)
x X o o x o x
2x o
i o —-cos—, x#0
Aceasta ne sugereazi considerarea functiei g : R — R, g(x) = { o x ;
0, x=0

Functia g fiind continui pe R, va exista G o primitivi pentru g. Folosind (1), deducem

cd o primitiva F pentru f'va trebui si fie de forma F: R - R,

2)

x o
Fx) = ;-cos;—G(x)+c,, x;tO“

c, x=0
Din constructia lui F avem ca F e derivabili pe R" si F'(x)= f(x), V x € R". Din

conditia de continuitate a lui ' in punctul x = 0 obtinem c3
2

x a
= COS— = Gx)+ £, x40
a o i

F(x)= 9))]
G(0) * ¢ x=0

Atunci - F'(0)=lim 2 —FO) _ 1im(ﬁ -cosZ — M) =0-G'(0)=-g(0)=
st ), S diG X a=0

=0 =1(0), deci F e derivabild si in x = 0 5i F'(0)= f(0). Asadar, functia F dati de
relatia (2) este o primitiva pentru /. Atunci, pentru a # 0, functia f este discontinui si
are primitive pe R.

1.8. Teoremi (Darboux, 1875). Daci functia /: J — R este derivabili pe J, atunci

derivata sa f are proprietatea lui Darboux pe J.

1.9. Propozitie (conditie necesari de existenti a primitivelor)
Daci functia /: J — R are primitive pe J, atunci f are proprietatea lui Darboux peJ.

Avem deci incluziunea P(J) c D,(J).
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Demonstratie: Din ipotezi rezultd ca existd F o primitiva pentru f. Atunci din teorema
lui Darboux rezultd ci F' are proprietatea lui Darboux, deci f are proprietatea lui
Darboux pe J.

1.10. Observatie. Reciproca proprietitii anterioare nu este in general adevératd, adica
D,(J) & P(J). Acest lucru rezultd din urmitorul exemplu:

Functia f: R = R, f(x) = Sm(x)’ ik , are proprietatea lui Darboux pentru
a, x=0

a e [-1, 1] si are primitive pe R doar pentru a = 0.

Din cele spuse anterior rezultd ci avem urmitoarea diagrama:

Asadar, C(J) c P(J) c D,(J), incluziunile fiind stricte.

D,(J)

1.11. Consecintii. Fie J — R un interval nedegenerat si f': J — R o functie. Atunci

avem:

1) Daca f'nu are proprietatea lui Darboux pe J, atunci fnu are primitive pe J.

2) Daci Im f'nu este interval, atunci f'nu are primitive pe J.

3) Daca f are un punct de discontinuitate de prima spetd, atunci functia f nu are
primitive pe J.

sinx
=X F GRSk
1.12. Exemplu. Functiaf: R > R, f(x) = { x " , hu are primitive pe R.
2, x=0

Solutie: Avem ci f este continud pe R \ {0} si lirré f(x)=1=# f(0)=2, deci x =0 este

punct de discontinuitate de prima speta si atunci f'nu are primitive pe R.

1.13. Exemplu. Functia f: R = R, f(x) = [x] nu are primitive pe R, deoarece R e
interval si Im f= f(R)=7Z nu este interval.
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1.14. Propozitie. Daci functiile £, g : J — R au primitive pe J si A € R, atunci si
functiile f+ g, A < f; f— g au primitive pe J.

Demonstrafie: intr-adevir, daci F, G : J — R sunt primitive pentru f, respectiv g,
atunci functiile F + G, A - F'si F — G sunt primitive pentru f + g, A - £, respectiv f— g.

CONDITII SUFICIENTE CA UN PRODUS DE DOUA FUNCTII PRIMITIVABILE
SAFIETOTO FUNCTIE PRIMITIVABILA

Produsul a doud functii primitivabile nu este in general o functie primitivabili.
Pentru aceasta se poate consulta problema 1A.6.

Vom da in continuare conditii suficiente pentru ca produsul a dou functii primiti-
vabile si fie o functie primitivabili.

1.15. Propozitie. Fie J c R un interval nedegenerat si f; g : / — R doui functii avand

proprietitile:

1) fadmite primitive pe J;

2) g e derivabila cu derivata continui pe J.
Atunci functia /- g admite primitive pe J.

Demonstratie: Fie F o primitivd pe J si functia u : J - R, u(x) = g(x)- F(x). Atunci u
e derivabild pe J si u'(x)=g'(x)- F(x)+g(x)- f(x). Atuncif- g =u'—g'- F are pri-

mitive pe J, fiind o diferenta de doud functii primitivabile (prima are primitiva pe u,
iar a doua are primitive, fiind continui).

1.16. Propozitie. Fie / c R un interval nedegenerat si £, g : J — R doui functii avand

proprietitile:
1) fare primitive pe J,
2) f(x) # 0 pentru orice x € J;

3) g e continui pe J.
Atunci functia /- g are primitive pe J.

Demonstratie: Fie F : J — R o primitivd pentru £. Din F'(x)=f(x) #0, V x € J,

rezultd cd F' are semn constant pe J, deci F e strict monotoni. Considerdm functia
H:J—> F(J), data prin H(x) = F(x), V x € J. Functia H astfel definiti este

derivabild, surjectivi, injectiva (H este strict monotona) si H'(x)=F '(x) 20,V x e J.
Rezulti atunci ci functia inversd H' : F(J) — J este derivabili.

Functiago H': F(J) - R are primitive, fiind continui. Fie atunci G: F(J) > Ro
primitiva a functiei g o H'. Atunci functia G o H : J — R e derivabila pe J (compunere

16 l Matematica de excelenti



de functii derivabile) si (GoH)(x)= G’(H (x)) ‘H'(x)=(g°H ")(H (x)) H(x)=
=rg(x)- f(x), V. x € J. Asadar, functia G o H este o primitiva pentru functia - g.

1.17. Teoremi (W. Wilkosz). Fie J c R un interval nedegenerat si f,g:J— R doud
functii avand proprietatile:

1) fadmite primitive pe J;

2) f mérginita superior sau inferior;

3) g e continui.
Atunci functia /- g admite primitive pe J.

Demonstratie: Presupunem ci f este marginita inferior. Atunci existd m € R astfel
incat f(x) >m, ¥V x € J. Atunci functia f— h admite primitive pe J si nu se anuleaza
pe J, unde 4 : J = R, h(x) = m. Conform propozitiei anterioare, functia (f —h)-g are

primitive pe J. Deoarece 4 - g are primitive pe J fiind continud, deducem césif- gare
primitive pe J. Analog se procedeaza daca feste marginitd superior.

1.18. Propozitie. Fie J R un interval nedegenerat si f, g : J — R doud functii avand
proprietitile:

1) fadmite primitive;

2) g e derivabili si cu derivata mirginita.
Atunci functia f+ g admite primitive pe J.

Demonstratie: Fie F o primitivd pentru f. Atunci functia F - g este derivabild si
(F-g)'=f-g+F-g'decif-g=(F-g)—F-g.Cum functia g’ are primitive §i €
marginit3, iar F e continud, din teorema lui Wilkosz deducem ci functia F - g’ are
primitive si atunci - g are primitive (diferent3 de dou functii primitivabile).

1.19. Exemplu. Aritati ci functia h : R — R, h(x) = are

In(x* +4)- sin(l), x#0
x
0, x=0

primitive pe R.

1
#0
Solutie: Fie functiile f, g: R &> R, f(x) = sm B , g(x) = In(x* + 4). Deoarece f

0, x=0
are primitive §i g e derivabild cu derivata continu pe R, deducem ca functiah =f-g

are primitive pe R.
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|
|x—a®|-sin—, x£0
%

1.20. Exemplu. Fiea € R si functiah : R — R, h(x) = . Atunci
0, x=0
rezultd ci 4 are primitive pe R.
sinl x#0
Solutie: Fie functiile £, g : R - R, f(x) = x’ si g(x) = |x — @’|. Cum fare
0, x=0

primitive si e mirginitd, iar g e continui, din teorema lui Wilkosz rezulti ci functia
h = f- g are primitive pe R.

1.21. Teoremi (Teorema lui Jarnik). Fie J c R un interval nedegeneratsif, g:J - R

doud functii avand proprietitile:
1) £, g primitivabile pe J;
2) g(x) # 0 pentru orice x € J.

Atunci functia £ are proprietatea lui Darboux pe J.
g

&

Demonstratie: Consideram functia 4=~ si a, b doui elemente din J cu h(a) # h(b),
g

iar A un numdr real situat intre /4(a) si A(b). Putem presupune ci h(a) < A < h(b) (1).
Din faptul ci g e primitivabild rezulti ci g are proprietatea lui Darboux pe J. Cum
0 ¢ Im g, deducem ci g pastreazi semn constant pe J, deci g(a) - g(b) > 0. Dacd g(a) > 0
s g(b) > 0, atunci din relatia (1) obtinem:

S(@)—=L-g(a)<0< f(b)-A-g(b).
Cum functia f— A - g are primitive pe J, rezulti ci ea are proprietatea lui Darboux pe J,
de unde deducem ci existi c situat intre g si b astfel incat f(c)-L-g(c) =0 h(c) =

= ). Dacid g(a) < 0 si g(b) < 0, atunci se procedeazi in mod analog. Asadar, functia

h= L are proprietatea lui Darboux pe J.

1.22. Observatie. Existd functii primitivabile al ciror cit nu este o functie primiti-
vabild. Se poate arita ca functia g : [-1, 1] > R, 2(0)= —;— , iar pentru x # 0 graficul lui
g este format din parti egale de triunghiuri isoscele de indl{ime egald cu 1 construite pe

1 1 .
segmentele | —, l 5 —l, ———|, n € N, are primitive pe [-1, 1]. Pe de alta
n+l n n  n+l
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, x€[-1, 1]\ {0}
parte, pentru'a > 0, functiaf: [-1, 1] 2> R, f(x) = a2+ g(x) ,unde g

a
—, x=0
a+l’
este functia anterioard, este catul a doud functii primitivabile, dar /' nu este o functie
primitivabila.

1.23. Exemple. Functiile f; g : R — R definite prin

8+sin3[-l—), x#0 2+sin(l), x#0
f(x)= x , 8(x)= x

8, x=0 2, x=0
sunt primitivabile pe R, iar cétul lor ! nu are primitive pe R.
g

Solutie: Avem sin’a=sin’a-sina= —;—(l —cos2a)-sina= % -sina - -:I(sin 3a-sina) =

: Tine: g
-sina — Zsm 3a. Atunci

4
8+3sm( )——sm(i) 3 1
f(x)= 4 x —h.(x)+zhz(x)—zh3(x),
8, x=0

snf3) 520 - fon(3)
e sin| —|, x#0
unde Ah,h,,h R >R h(x)=8, h(x)= x s hy(x)= x ;
0, x=0 0, x=0

Cum h,,h,,h, au primitive pe R, va rezulta ca f =h, +Zh2 —%ig are primitive pe R.

De asemenea, g = 2 + h;, are primitive pe R. Avem

(f) sinz(lj—Zsin(-l—)+4, x#0 sinz(l), x#0

= (%)= X x =4-2-h(x)+ x ;

g 4, x=0 0, x=0
Vs

Atunci £ nu are primitive pe R, deoarece primele doua functii din suma anterioara
g

admit primitive, iar a treia functie nu admite primitive.

1.24. Propozitie. Fie J c R un interval nedegenerat si f: R - R, g : / — R doud
functii avand proprietatile:
1) fadmite primitive pe R;
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